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論文内容要旨
序
 ベアス埋め込み1こよって,タイヒミュラー空間は有界正則2次微分からなる複素バナッハ空
 間の一つの有界領域と標準的に同一視される。原点を中心とする開球でその有界領域を含むも
 のの半径の最小値をそのタイヒミュラー空間の外半径と呼ぶ。本論文の目的は,タイヒミュラー
 空間の外半径に関する幾つかの結果を示すことにある。
 タイヒミュラー空間の概念は,タイヒミュラーによって1940年頃に導入された。1951年になっ
 てアールフォルスによってとりあげられ,注目されるようになった。極数g(≧2)の閉りーマン
 面Rのタイヒミュラー空間丁(R)は次のように定義される:種数9の閉りーマン面R'とRか
 らR'の上への向きを保つ位相写像fとの対(R1,f)を考える。そして2つの対(R1,f1),(R2,
 f2)が同値であるとは,RIからR2の上への等角写像hが存在してf2皿1・h・f1がRの恒等写
 像とホモトピックになることと定義する。この同値関係による同値類全体をRのタイヒミュ
 ラー空間といいT(R)と書く。任意の2つの対(R1、f1),(R2,f2)に対しRlからR2の上への
 f2・f1『1とホモトピックな擬等角写像が存在し,更にその中に最大変形率が最小になるものf
 (タイヒミュラー写像と呼ばれるものでRl上の正則2次微分と深い関係がある)が存在する。
 このfの最大変形率の対数としてT(R)上のタイヒミュラー距離が定義される。このときT
 (R)は実6g-6次元単位開球と同相となる。この6g-6はR上の正則2次微分のなす複素ベクトル
 空間の実次元に等しい。これらのことはタイヒミュラーによって示され,後にアールフォルス
 が別証を与えた。その後,1960年までにはアールフォルス,ベアスによってそれぞれ独立にT
 (R)に自然な3g-3次元複素多様体としての構造が入ることが示された。(両者の構造は同じも
 のである.)さらにベアスはT(R)が3g-3次元複素ユークリッド空間のある有界領域に双正則
 同値となることも示している。(ここでの写像はいわゆるベアス埋め込みと呼ばれるものでは
 ない、)
 以下扱うリーマン面Rは単位開円板△を普遍被覆面にもつもの,即ち,リーマン球,複素平
 面,複素平面から一点を取り除いた領域およびトーラスの何れとも等角同値でないものとする。
 Rのタイヒミュラー空間丁(R)は上記の定義における「位相写像」を「擬等角写像」に,「ホモ
 トピック」を「境界曲線を法としてホモトピック」にそれぞれ置き換えることによって得られ
 る。さてGを普遍被覆△→Rの被覆変換帯(これは有限位数の元を持たないフックス群である)
 とすると,商空間△/GはRと等角同値である。リーマン面での議論を△に持ち上げて考えるこ
 とによりフッタス群のタイヒミュラー空間という概念を得る。
 rを△を不変にする(一般には有限位数の元をも含み得る)フッタス群とする。1「のタイヒ
 ミュラー空間丁(P)は次の様に定義される。M(F)を△上の可測関数μで,すべてのγεrに対
 し(μ・γ)γ'/γ'=μを満たし,かつIIμi』<!であるものの集合とする。モレイによる基本的
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 な結果から各μεM(P)に対し△からそれ自身の上への位相写像でベルトラミ微分方程式W、ニ
 μW、を満たし△上の任意に指定された3点を固定するものwμが一意に存在する。さて,μ,レ
 をM(P)の2元とするときμ,りが同値であるとは△上でwμ=wレとなることであると定め
 る。このとき,同値類[μ]全体の集合をPのタイヒミュラー空間といいT(r)と書く。M(r)
 は複素バナッハ空間の単位開球であるからT(P)には環つき空間としての複素構造が入る。△*
 をリーマン球Cにおける△の外部,ρ(Z)二(iZI2-1)』'を△*のポアンカレ'計量,B(P)をFに
 関する△*上の有界正則2次微分,即ち,△*の正則関数φで,すべてのγεrに対し(φ・γ)
 (γ')2=φを満たし,かつIIφII=sup、ε△・ρ(Z)一2tφ(Z)1<ooであるもの,からなる複素バ
 ナッハ空間とする。この空間はPが有限生成第1種フックス群のときかつそのときに限り有限
 次元であり,三角群のときかつそのときに限り0次元である。ベアスは1961年の論文において
 T(P)からB(P)の有界集合への標準的な単射Φを非常に巧みに定義した。この写像Φはベア
 ス埋め込みと呼ばれているが,それは次のように定義される。任意のμεM(r)に対しWμをC
 からそれ自身の上への指定された3点を固定する擬等角写像で,△上でベルトラミ微分方程式
 W許μw,を満たし△申上では等角であるものとする。(この様なWμが一意に存在することは
 モレイによる.)さらにφμ={Wμ1△木,Z/とする。ここに{f,z}はfのシュワルツ微分,即
 ち,{f,z}=(f"/f')一(1/2)(f"/f')2である。このとき,ΦはΦ([μ])=φμで定義される。Φが代表
 元μのとりかたによらないことおよび単射であることは擬等角写像に関する議論より従う。Φ
 によるT(P)の像も同じ記号丁(r)で書くことにする。T(r)が有界であることは,ネハリによ
 る次の定理による:fを△*上の等角写像とすると,Il{f,z}1≦6である。さらにΦが双正則で
 T(P)が領域であることが示されるが,これらはアールフォルス,ベアス等による深い解析の結
 果である。
 タイヒミュラー空間丁(P)の外半径。(r)は,o(r)=supφεT(r)IIφIIで定義される。上述の
 ネハリの定理より。(P)≦6である。アールフォルスーヴェイルは1962年の論文において,T(r)
 が原点を中心とする半径2の開球を含むことを示しており,さらに,アールは1969年の論文で
 T(F)が原点を中心とする半径2の開球とは一致しないことを示しているから,o(r)>2であ
 る。また,カルメは1970年の論文において,幾つかの初等的なフックス群Pに対して。(r)=6
 となることを示している。このことから特に,o(1)=6である。ここに・1は恒等変換のみか
 らなるフックス群を表す。チューは1974年の論文において次の結果を得ている:各正数εに対
 して。(r)〉6一εとなる双曲的変操のみからなる有限生成第1種フックス群rが存在する。
 第1章では,ケーべの極値関数の性質を用いて有限生成第1種フックス群のタイヒミュラー
 空間の外半径に関する定理を示す。第2章では,円板から円弧多角形への等角写像を用いて巡
 回フックス群のタイヒミュラー空間の外半径の値を求める。また,ネハリの定理において等号
 が成立するための必要条件を求め,その応用を与える。そして第3章では,無限生成第ユ種フッ
 クス群の擬等角変形の極限集合に関する1つの定理を証明する。以下,本論文の内容を章ごと
 に順に説明する。
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 第1章タイヒミュラー空間の外半径
 まず,k(z)=z/(1-z)2とおく。この関数はケーべの極値関数で種々の歪曲定理の極値関数と
 して現れるが,ネハリの定理においても等号,即ち,Ii{k,z}Ii=6が成立する。ネハリの定理に
 おいて等号が成立する等角写像は他にもあるが,次の補題が成立する。
 補題。fをムヰ上の等角写像で,ある点z・ε△*においてρ(z。)一21{f,z}z。1=6が成立する
 とすると,△を不変にするメービウス変換σとメービウス変換αが存在してf=α・k・σとな
 る。
 さらに,次の定理を得る。
 定理。あるフックス群Fに対して{k,z}εB(P)とすると,Pの極限集合は空集合であるかま
 たは2点よりなる。
 これらの補題および定理を用いて次の定理を得る。
 定理。Pが有限生成第1種フックス群ならば,o(r)<6である。
 また,アルフォールスによる擬円の幾何学的特徴づけを用いて,{k,z}の張るB(1)の部分空
 間とT(1)との共通部分を与えたカルメの結果の別証明を得る。
 第2章幾つかの等角写像のシュワルツ微分
 単位開円板△から円弧多角形Pの内部への等角写像fのシュワルツ微分は,fによってP
 の頂点に対応する△上の点において高々2位の極をもつ有理関数(の△への制限)になる。そし
 てそれは頂点の個数と同数の未知定数を含み,それら未知定数は3式からなる連立1次方程式
 の解となっている。従って特にPが円弧三角形のときは,それらの未知定数の値を決定するこ
 とができる。このことを用いると巡回フックス群Pに対して,φεT(P)かつ1φIi=6なるφ
 を構成することができる。従って特に次の定理を得る。
 定理。Pが巡回フックス群ならば,o(r)=6である。
 次にビーベルバッハの面積定理を用いて,ネハリの定理において等号が成立するための1
 つの必要条件を示す。
 定理。△*上の等角写像fがtHf,zH=6を満たすならば,f(△*)内に点列{z。/がとれて,
 Z。はf(△*)の1点に収束し,
 洩d(%≠(△・))弘＼民△・)[z魚!一・dxdy一・
 が成立する。ここにd(z,A)は点Zと集合Aのユークリッドの意味の距離を表す。
 そしてこの定理の応用として,△*からある種の領域の上への等角写像に対しては,ネハリ
 の定理の等号が成立しないことを示す。
 ところで,巡回フックス群のタイヒミュラー空間の外半径に対する上述の定理は次のよう
 に一般化される。
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 定理(関川一山本)。rが第2種フックス群ならば,o(F)=6である。
 この定理の証明においては次の補題が重要な役割を果たす。
 補題。Pを△を不変にする第2種フックス群とする。このとき,各r>1とd>0に対して
 メービウス変換の列{σ./とCからそれ自身の上への擬等角写像の列{Fn/が存在して次のこと
 が成立する。
 (i)すべてのγεrに対しF,・γ=γ・F..
 (ii)Fn・σh〔oo)ε△串
Iim
 (iii)μ、,をF.一1の△*におけるベルトラミ係数とすると,,一・・1μ,iIoo=0である。
 (iv)S,を円lZl=rとすると,δ(σ.一1・F,,一1(△),k(S,))≦dである。ここにδはフレッシェ
 距離を表す。
 Pが有限生成のときこの補題は,有限生成フックス群の安定性に関するベアスの基本的な
 結果を用いて証明される。またジョルダン曲線の間の位相写像がCからそれ自身の上への擬等
 角写像に拡張されるための条件を与えたりックマンの定理を用いる別証明があり,それはPが
 無限生成の場合にも通用する。
 第3章無限生成第1種フックス群の擬等角変形の極限集合に関する一定理
 チューは,上述のタイヒミュラー空間の外半径に関する定理の証明において次の事実を主
 たる補題として用いた二」を複素平面C内の長さが有限のジョルダン曲線,dを正数とすると,
 双曲的変換のみからなる有限生成第!種フックス群の擬等角変形Gが存在してδ(A(G),J)<d
 が成り立つ。ここにA(G)はGの極限集合を表す。彼はこのことを,2つの不変領域をもつ有限
 生成クライン群は有限生成第1種フックス群の擬等角変形である,というマス'キットの定理を
 用いて示した。この補題に類似する結果として次の定理を得る。
 定理.」を複素平面C内のジョルダン曲線,dを正数とすると,無限生成第!種フック
 ス群の擬等角変形Gが存在してδ(A(G),J)<dが成り立つ。
 この定理は次の様にして証明される。まずA(G)がδ(A(G),J)<⊂1を満たすジョルダン曲
 線となるような無限生成クライン群Gを構成する。次にGに依存して無限生成フックス群Pを
 構成し,最後にG二w工「w-1を満たすCからそれ自身の上への擬等角写像wをリックマンの擬等
 角拡張に関する上述の定理を用いて構成する。さて,この定理から次の系を得る。この系は,
 最近中西によってより強い形で証明されている。
 系。各正数εに対して。(r)>6一εとなる無限生成第1種フックス群Pが存在する。
 この系は任意の正数εに対して無限生成第1種フックス群rとμεM(P)が存在して1
 {wμ1△*,Z/I1>6一εとなることを意味するが,ここでの構成によれば,wμ1「(wμ)dの生成
 元がメービウス変換による共役を除いて明確に与えられる。
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 論文審査の結果の要旨
 種数g(≧2)の閉りーマン面のタイヒミュラー空間は3g-3次元複素多様をなすことが知られ
 ている。ところで考えるリーマン面の普遍被覆面が単位開円板とみなしうる場合には,リーマ
 ン面上での議論を単位開円板にもちあげることにより,そのリーマン面のタイヒミュラー空間
 と同値なあるフックス群のタイヒミュラー空間なる概念を導入できる。ベアスはフックス群の
 タイヒミュラー空間をそのフックス群に関して保型的な有界正則二次微分の作るバナッハ空間
 に標準的に埋め込み,そのタイヒミュラー空間を複素次元が3g弓の有界領域としてとらえた。
 これがベアス埋め込みといわれるものであり,その形状を調べることはタイヒミュラー空間の
 理論における重要な課題の一つである。
 本論文ではフックス群のタイヒミュラー空間のベアス埋め込みについて,それを含むような
 原点を中心とする最小球の半径,すなわちタイヒミュラー空間の外半径が論ぜられている。古
 典的なネハリの定理によれば,タイヒミュラー空間の外半径は6を越えないことが知られ,ま
 たいくつかの初等的フックス群のタイヒミュラー空間の外半径は6に等しいこと,さらに朱健
 勝によれば,タイヒミュラー空間の外半径が任意に6に近くなる有限生成第一種フックス群が
 存在すること等が示されている。
 本論文においては,まず古典的なケーべの極値函数のシュワルツ微分に関する考察を行い,
 有限生成第1種フックス群のタイヒミュラー空間の外半径は6より小さいことを証明し,つい
 で単位開円板から円弧多角形の内部への等角写像のシュワルツ微分を精密に解析することによ
 り,巡回フックス群のタイヒミュラー空間の外半径は6に等しいことを示している。さらに擬
 等角写像を巧妙に用いることによって,与えられた任意のジョルダン曲線にフレシェの意味で
 任意に近いような極限集合をもつ無限生成第一種フックス群の擬等角変形が存在することを証
 明している。この事実からは,タイヒミュラー空間の外半径が6に任意に近い無限生成第一種
 フックス群の存在がえられることとなる。この結果は上述の朱健勝の結果と比較して興味深い。
 参考論文においては,主論文でえられた結果の改良などが論ぜられている。
 以上本論文でえられた諸結果はタイヒミュラー空間の研究に貴重な寄与をしたものであっ
 て,理学博士の学位論文として合格である。
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